
Комплексный анализ, семинар 11 20.04.2012

1. Определим ζ-функцию Гурвица для Re s > 1 и Re x > 0 при помощи равенства

ζ(s, x) =
∞∑

n=0

(n + x)−s

и продолжим ее аналитически в область ее голоморфности в C2 (что из себя пред-
ставляет эта область?). Докажите, что при 0 < Re s < 1 имеет место равенство

1∫
0

(
ζ(s, x)ζ(1− s, x)− 1

x

)
dx = − ln 2π +

Ψ(s) + Ψ(1− s)

2
,

где Ψ(s) = Γ′(s)
Γ(s)

– логарифмическая производная Γ-функции, C – некоторая постоян-
ная. Чему она равна?
2. Может ли обобщенная ζ-функция Римана

ζ(s, z) =
∞∑

n=1

zn

ns

быть корнем какого-либо дифференциального полинома, то есть, удовлетворять диф-
ференциальному уравнению в частных производных по переменным s, z вида

P (f, f
′

s, f
′

z, f
′′

ss, f
′′

sz, f
′′

zz, . . .) = 0,

где P – полином достаточно большого числа переменных с комплексными коэффи-
циентами?
3. Пусть ω1, . . . , ωm ∈ C – комплексные числа, такие, что Re ωj > 0 и линейно неза-
висимые над Z. Для Re z > 0 и Res > m определим ζ-функцию Барнса как сумму
ряда

ζm(s, z, ω) =
∞∑

n1,...,nm=0

(z + n1ω1 + . . . + nmωm)−s.

1) Найдите область, в которую функция ζm(s, z, ω) может быть аналитически про-
должена (по переменной s) при всех фиксированных значениях z, Re z > 0.

2) Выясните характер всех особенностей функции ζm(s, z, ω) (как функции пере-
менного s ∈ C) при фиксированном z и найдите вычеты в них.
4. Вычислите сумму ряда ∑

m,n>0,
НОД(m,n)=1

1

m6(m2 + n2)
,

где суммирование ведется по всем парам взаимно простых m,n.


